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'PVSJFS�USBOTGPSN�POMZ NFUIPE GPS
SBOEPN QIBTF TIJGUJOH JOUFSGFSPNFUSZ
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 4VFEB 4BZMBO�B BOE 0OVS 5PLFM�
�
∗B
� %FQBSUNFOU PG 1IZTJDT
 #JMLFOU 6OJWFSTJUZ
 "OLBSB �����
 5VSLFZ
� 6/".�/BUJPOBM /BOPUFDIOPMPHZ 3FTFBSDI $FOUFS BOE *OTUJUVUF PG .BUFSJBMT 4DJFODF BOE
/BOPUFDIOPMPHZ
 #JMLFOU 6OJWFSTJUZ
 "OLBSB �����
 5VSLFZ
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 SFWJTFE �� %FDFNCFS ����
"DDFQUFE GPS QVCMJDBUJPO �� +BOVBSZ ����
1VCMJTIFE � 'FCSVBSZ ����

"CTUSBDU
"O BDDVSBUF BOE DPNQVUBUJPOBMMZ TJNQMF QIBTF TIJGUJOH JOUFSGFSPNFUSZ 	14*
 NFUIPE JT
EFWFMPQFE UP SFDPOTUSVDU QIBTF NBQT XJUIPVU B QSJPSJ LOPXMFEHF PG UIF QIBTF TIJGU� 1SFWJPVT
NFUIPET EFWFMPQFE GPS SBOEPN 14* FJUIFS EP OPU BEESFTT HFOFSBM TPVSDFT PG FSSPS PS SFRVJSF
DPNQMFY JUFSBUJWF QSPDFTTFT BOE JODSFBTFE DPNQVUBUJPOBM UJNF� )FSF XF EFNPOTUSBUF B OPWFM
NFUIPE UIBU JT BCMF UP FYUSBDU UIF QIBTF VTJOH POMZ 'PVSJFS USBOTGPSN 	'5
� 8JUI TQBUJBM '5
BOBMZTJT
 SBOEPNMZ QIBTF�TIJGUFE EBUB JT SFPSEFSFE UP BMMPX QFSGPSNJOH UFNQPSBM '5 PO UIF
JOUFOTJUZ
 XIJDI JT B GVODUJPO PG UIF QIBTF TIJGU� 4JODF UIF FOUJSF QSPDFTT
 JODMVEJOH PSEFS
BOBMZTJT BOE QIBTF DBMDVMBUJPO
 JT CBTFE POMZ PO 'PVSJFS BOBMZTJT
 JU JT SBQJE
 FBTZ UP JNQMFNFOU

BOE BEESFTTFT HFOFSBM TPVSDFT PG FSSPS� 5IF NFUIPE FYIJCJUT IJHI QFSGPSNBODF JO FYQFSJNFOUT
DPOUBJOJOH SBOEPN QIBTF TIJGUT� .PSFPWFS
 TJNVMBUJPOT JODPSQPSBUJOH DPNNPO FYQFSJNFOUBM
FSSPS TPVSDFT TVDI BT SBOEPN JOUFOTJUZ OPJTF
 JOUFOTJUZ IBSNPOJDT
 BOE QIBTF TIJGU FSSPST
EFNPOTUSBUF UIBU UIF QSPQPTFE NFUIPE QFSGPSNT BT HPPE BT PS CFUUFS UIBO UIF TUBUF�PG�UIF�BSU
QIBTF SFDPOTUSVDUJPO UFDIOJRVFT JO UFSNT PG BDDVSBDZ BOE UJNF�

4VQQMFNFOUBSZ NBUFSJBM GPS UIJT BSUJDMF JT BWBJMBCMF POMJOF

,FZXPSET� QIBTF NJDSPTDPQZ
 QIBTF TIJGUJOH JOUFSGFSPNFUSZ
 'PVSJFS BOBMZTJT

�� *OUSPEVDUJPO

1IBTF�TIJGUJOH JOUFSGFSPNFUSZ 	14*
 JT B QPXFSGVM UPPM GPS
OPOEFTUSVDUJWF DIBSBDUFSJ[BUJPO PG TBNQMFT XJUI MPX BCTPSQ�
UJPO DIBSBDUFSJTUJDT <�>� *O UIF NPTU HFOFSBM DBTF
 14* SFRVJSFT
NVMUJQMF QIBTF�TIJGUFE JNBHFT
 TJODF CPUI BNQMJUVEF BOE QIBTF
JOGPSNBUJPO OFFET UP CF EFDPVQMFE GSPN UIF JOUFOTJUZ JNBHFT�
$POWFOUJPOBM BOBMZUJDBM TPMVUJPOT GPS 14* SFRVJSF DPOTUBOU
QIBTF TIJGU JODSFNFOUT CFUXFFO UISFF PS NPSF JOUFSGFSPHSBNT
<�m�>� )PXFWFS
 JO QSBDUJDF
 B WBSJFUZ PG GBDUPST DPNF JOUP
QMBZ
 JODMVEJOH QIBTF�TIJGU FSSPST
 OPOVOJGPSN QIBTF�TIJGU EJT�
USJCVUJPO
 JOUFOTJUZ IBSNPOJDT EVF UP EFUFDUPS OPOMJOFBSJUJFT

BOE SBOEPN JOUFOTJUZ OPJTF <�
 �>� 5IVT
 UIF OFDFTTJUZ GPS QSF�
DJTF
 DPOTUBOU
 BOE LOPXO QIBTF TIJGUT MJNJUT UIF BQQMJDBUJPO
PG DPOWFOUJPOBM NFUIPET <�>� "MUIPVHI B GBNJMZ PG JOUFOTJUZ

∗
"VUIPS UP XIPN BOZ DPSSFTQPOEFODF TIPVME CF BEESFTTFE�

BWFSBHJOH BMHPSJUINT IBWF CFFO QSPQPTFE UP SFEVDF QIBTF
TIJGUJOH FSSPST <�
 �>
 UIFTF BMHPSJUINT SFRVJSF UIF QIBTF TIJGUT
UP CF FRVBM� 'PS OPOFRVBM QIBTF TIJGUT
 NFUIPET CBTFE PO MFBTU�
TRVBSF 	-�4
 àUUJOH IBWF CFFO QSPQPTFE <�>
 CVU UIFZ BMTP TVGGFS
GSPN JOUFOTJUZ IBSNPOJDT <��>�

" OVNCFS PG BMHPSJUINT IBWF CFFO QSPQPTFE UP BEESFTT
BSCJUSBSZ BOE VOLOPXO QIBTF TIJGUJOH
 JODMVEJOH BEWBODFE JUFS�
BUJWF BMHPSJUIN 	"*"

 UIF BMHPSJUIN CBTFE PO QSJODJQMF DPN�
QPOFOU BOBMZTJT 	1$"

 UIF BMHPSJUIN GPS TFMG�DBMJCSBUJOH HFO�
FSBMJ[FE 14* BOE UIF BMHPSJUIN CBTFE PO 76 GBDUPSJ[BUJPO <��m
��>� )PXFWFS
 UIFTF BMHPSJUINT EP OPU DPOTJEFS OPOVOJGPSN
QIBTF TIJGUT
 XIFSF UIF QIBTF TIJGU IBT TQBUJBM EFQFOEFODZ
 PS
JOUFOTJUZ IBSNPOJDT� 5IVT B NFUIPE UIBU XPSLT XJUI HFOFSBM
TPVSDFT PG FSSPS JT SFRVJSFE� 3FDFOUMZ
 TVDI B NFUIPE CBTFE
PO HFOFSBM JUFSBUJWF BMHPSJUIN 	(*"
 IBT CFFO QSPQPTFE <��>�
)PXFWFS
 JU JT BMTP CBTFE PO DPNQVUBUJPOBMMZ DPNQMFY JUFSBUJWF
QSPDFTTFT
 BOE SFRVJSFT MPOH DPNQVUBUJPOBM UJNF� $POUSBSJMZ
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'PVSJFS BOBMZTJT JT B XJEFMZ�LOPXO
 HFOFSBM
 BOE SBQJE UPPM
GPS UIF BOBMZTJT PG IBSNPOJD QBUUFSOT JODPSQPSBUJOH OPJTF�
:FU
 UIF QSFWJPVTMZ JOUSPEVDFE 'PVSJFS�USBOTGPSN 	'5
 CBTFE
UFDIOJRVFT SFRVJSF FWFOMZ�TQBDFE QIBTF TIJGUJOH <��
 ��>� *O
UIJT XPSL
 XF QSPQPTF B OPWFM BMHPSJUIN UIBU JT CBTFE POMZ
PO 'PVSJFS�USBOTGPSN BOE JT BCMF UP FYUSBDU UIF QIBTF GSPN
VOLOPXO
 SBOEPNMZ QIBTF�TIJGUFE GSJOHF QBUUFSOT
 BDDPVOUJOH
GPS UIF NPTU HFOFSBM TPVSDFT PG FSSPS�

$POTUBOU QIBTF TIJGUT CFUXFFO JOUFSGFSPHSBNT HFOFSBUF B
QFSJPEJD JOUFOTJUZ XBWFGPSN GPS B HJWFO QJYFM <�>� )PXFWFS

QIBTF TIJGU FSSPST SFTVMU JO EFWJBUJPOT GSPN BO JEFBM TJOVTPJEBM
XBWFGPSN� 5IFSFGPSF
 BQQSPBDIFT UP FYUSBDU UIF QIBTF GSPN
OPOTJOVTPJEBM JOUFOTJUZ XBWFGPSNT BSF OFFEFE� 5IF QSFTFOU
XPSL SFQPSUT B OPWFM NFUIPE UIBU HFOFSBUFT B TJOVTPJEBM JOUFOT�
JUZ XBWFGPSN GSPN SBOEPNMZ QIBTF�TIJGUFE JOUFSGFSPHSBNT CZ
VUJMJ[JOH B TQBUJBM '5 BQQSPBDI� 5IJT GVSUIFS BMMPXT PCUBJOJOH
UIF VOLOPXO QIBTF WJB UFNQPSBM '5
 XIJDI JT PUIFSXJTF OPU
QPTTJCMF GPS SBOEPNMZ QIBTF�TIJGUFE QBUUFSOT� 5IJT NBZ BMTP
SFQSFTFOU BO JNQPSUBOU TPMVUJPO GPS PUIFS PQUJDBM NFUSPMPHZ
BQQMJDBUJPOT UIBU VUJMJ[F 'PVSJFS BOBMZTJT� 1IBTF SFUSJFWBM JT
UIF DFOUFSQJFDF PG OVNFSPVT NFBTVSFNFOU UFDIOJRVFT
 JODMVE�
JOH OPOJOWBTJWF NFBTVSFNFOUT PG SFGSBDUJWF JOEFY
 BOE TVC�
TFRVFOU EFUFSNJOBUJPOT PG UFNQFSBUVSF BOE EFOTJUZ
 BT XFMM BT
EFGPSNBUJPO BOE EJTQMBDFNFOU NFBTVSFNFOUT� 'VSUIFS
 BQQMJD�
BUJPOT TVDI BT EJHJUBM IPMPHSBQIZ
 JOUFSGFSFODF NJDSPTDPQZ

TQFDLMF JOUFSGFSPNFUSZ
 PQUJDBM DPIFSFODF UPNPHSBQIZ
 BOE '5
TQFDUSPTDPQZ BMM VOEFSTDPSF UIF NFUIPE�T QPUFOUJBM CSFBEUI PG
JNQBDU <��m��>�

5IF QSPQPTFE BMHPSJUIN SFMBYFT UIF SFTUSJDUJPOT JNQPTFE PO
UIF QIBTF TUFQT CFUXFFO UIF JOUFSGFSPHSBNT BOE DPSSFDUT GPS
XFMM�LOPXO QIBTF JNBHJOH FSSPST JODMVEJOH SBOEPN JOUFOT�
JUZ OPJTF
 JOUFOTJUZ IBSNPOJDT
 BOE QIBTF TIJGU FSSPST� "T WFSJ�
àFE CZ TJNVMBUJPOT BOE FYQFSJNFOUT
 JU EFNPOTUSBUFT SPCVTU�
OFTT UP UIFTF FSSPS TPVSDFT BOE QSPEVDFT BDDVSBUF SFTVMUT XJUI
CPUI MPX� BOE IJHI�SFTPMVUJPONFDIBOJDBM TUFQQJOH FRVJQNFOU�
"OPUIFS NBKPS BEWBOUBHF PG UIF QSPQPTFE BQQSPBDI JT UIBU JU
QVSFMZ SFMJFT PO UIF XFMM�LOPXO 'PVSJFS UIFPSZ� 'VSUIFS
 UIF
JOUFOTJUZ JT OPU BOBMZ[FE QJYFM CZ QJYFM
 XIJDI SFOEFST PVS
NFUIPE DPNQVUBUJPOBMMZ DPTU�FGGFDUJWF DPNQBSFE UP NFUIPET
UIBU VTF JOUFOTJUZ NJOJNVN�NBYJNVN DPNQBSJTPO <��>�

�� .FUIPEPMPHZ

5IF TFUVQ VTFE JO PVS FYQFSJNFOUT GPS QIBTF JNBHJOH JT TIPXO
JO àHVSF �� 1IBTF TIJGUT BSF BDIJFWFE CZ USBOTMBUJOH B NJSSPS
JO UIF TBNQMF BSN XJUI B QJF[PFMFDUSJD TUBHF 	/'��"1���.

5IPSMBCT
 UIFPSFUJDBM SFTPMVUJPO PG ∼ ���� ON

 XIJDI JT DPO�
USPMMFE CZ B QJF[P DPOUSPMMFS 	5IPSMBCT ,1;���
 JO UIF PQFO�
MPPQ NPEF� -JHIU TPVSDF JT B DPOUJOVPVT�XBWF MBTFS 	λ= ����
ON
�

5IF JOUFOTJUZ GPS UIF UXP CFBNT JOUFSGFSJOH JO 14* JT
HJWFO BT <�>�

*O(Y,Z) = "(Y,Z)+#(Y,Z)DPT(φ(Y,Z)+ θO), 	�


XIFSF *O(Y,Z) JT UIF JOUFOTJUZ BU UIF JNBHF QJYFM 	Y
 Z

 "(Y,Z)
JT UIF CBDLHSPVOE JOUFOTJUZ
 #(Y,Z) JT UIF GSJOHF PS JOUFOTJUZ

'JHVSF �� 1IBTF NJDSPTDPQZ TFUVQ� #4� #FBN TQMJUUFS� 1#4�
1PMBSJ[FE #4� /%'� /FVUSBM EFOTJUZ àMUFS� 281� 2VBSUFS XBWFQMBUF�
5-� 5VCF MFOT� .� .JSSPS� 1;4
 1;$� 1JF[P TUBHF BOE DPOUSPMMFS� -�

-�� -FOTFT GPS FOMBSHJOH SFGFSFODF CFBN� 0CKFDUJWF� 5IPSMBCT
-.)���9����� -BTFS� DPOUJOVPVT�XBWF
 λ= �.���µN�

NPEVMBUJPO
 BOE φ(Y,Z) BOE θO BSF UIF XBWFGSPOU QIBTF BOE
B HJWFO QIBTF TIJGU
 SFTQFDUJWFMZ� 5IF TVCTDSJQU O EFOPUFT UIF
JOUFSGFSPHSBN GSBNF JOEFY� 'PS MJOFBS QIBTF TIJGUT
 J�F� θO =
O∆θ
 JU JT DMFBS GSPN FRVBUJPO 	�
 UIBU
 JOUFOTJUZ BU FBDI QJYFM
WBSJFT TJOVTPJEBMMZ BT B GVODUJPO PG UIF JOUSPEVDFE QIBTF TIJGU�

*O(Y,Z) = "(Y,Z)+#(Y,Z)DPT(φ(Y,Z)+ O∆θ). 	�


5IF OPOTIJGUFE QIBTF PG UIJT GVODUJPO DPSSFTQPOET UP UIF XBWF�
GSPOU QIBTF φ(Y,Z) BOE JU DBO CF SFUSJFWFE VTJOH UFNQPSBM
'PVSJFS BOBMZTJT XJUI SFTQFDU UP UIF TIJGUFE QIBTF� '5 PG UIF
JOUFOTJUZ XJUI SFTQFDU UP UIF O 	UFNQPSBM
 EJNFOTJPO DBO CF
FYQSFTTFE JO UFSNT PG UIF GSFRVFODZ PG UIF QIBTF�TIJGUJOH 	ω

BT�

*̃ω(Y,Z) = '5O[*O(Y,Z)]. 	�


4VCTDSJQU O JOEJDBUFT UIBU 'PVSJFS USBOTGPSN JT JO UIF GSBNF
JOEFY EJNFOTJPO� 'PS GSFRVFODZ ωNBY DPSSFTQPOEJOH UP UIF
NPTU EPNJOBOU DPNQPOFOU JO UIF 'PVSJFS TQFDUSVN
 UIF DPN�
QMFY BNQMJUVEF DBO CF XSJUUFO BT�

*̃ωNBY(Y,Z) =
/∑

O=�

*O(Y,Z)F−JOωNBY , 	�


XIFSF / JT UIF UPUBM OVNCFS PG JOUFSGFSPHSBNT� 5IF QIBTF PG
UIF JOUFSGFSPHSBN φ(Y,Z) JT TUPSFE JO UIF 'PVSJFS EPNBJO BT�

*̃ωNBY(Y,Z) = |̃*ωNBY(Y,Z)|FJφ(Y,Z). 	�


5IF XBWFGSPOU QIBTF UIFO DBO CF FBTJMZ EFUFSNJOFE CZ�

φ(Y,Z) = BSH
[̃
*ωNBY(Y,Z)

]
. 	�


$PSSFDU EFUFSNJOBUJPO PG ωNBY
 BT XFMM BT SFDPSEJOH UIF EBUB
JO NVMUJQMFT PG UIF QFSJPE JT SFRVJSFE GPS BDDVSBUF QIBTF FYUSBD�
UJPO� 5IJT JO UVSO SFRVJSFT QSFDJTF DPOUSPM PO θO� &RVBUJPO 	�

NBZ EFWJBUF GSPN B TJOVTPJEBM XBWFGPSN BT B SFTVMU PG
QIBTF TIJGU FSSPST 	PS JOUFOEFE SBOEPN QIBTF�TIJGUJOH

 CBDL�
SFáFDUJPOT
 OPOMJOFBSJUJFT JO EFUFDUPST
 BMM QSFTFOUJOH DIBM�
MFOHFT JO SFUSJFWJOH UIF XBWFGSPOU QIBTF� 8BWFGSPOU SFDPO�
TUSVDUJPO GSPN OPOTJOVTPJEBM BOE FWFO OPOQFSJPEJD JOUFOTJUZ

�
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'JHVSF �� 5IF NFUIPEPMPHZ JT FYQMBJOFE UISPVHI B TFSJFT PG TUFQT� 3FDPSEFE JOUFSGFSPHSBNT BSF TIPXO JO 	B

 XJUI CPSEFST DPMPSFE
BDDPSEJOH UP UIF JOUFSGFSPHSBN PSEFS 	àSTU JNBHF TIPXO XJUI SFE
� 5IF PQUJPOBM TFDUJPOJOH QSPDFEVSF JT TIPXO JO 	C
� 5IF TQBUJBM '5 PG FBDI
JOUFSGFSPHSBN JT TIPXO JO 	D
� 1PTJUJPO BOE BNQMJUVEF àMUFSJOH PO UIF 'PVSJFS TQFDUSB JT HJWFO JO 	E

 XJUI B SFQSFTFOUBUJWF DBTF JMMVTUSBUFE JO
UIF SFE�GSBNFE JNBHF� 5IF DPNQMFY NBQT JO 	D
 BOE 	E
 BSF DPMPS�DPEFE XIFSF IVF JT BTTPDJBUFE XJUI UIF QIBTF
 BOE CSJHIUOFTT JT BTTPDJBUFE
XJUI UIF BNQMJUVEF� 5IF DPMPS NBQ JT TIPXO BU UIF SJHIU TJEF PG UIF àHVSF� $BMDVMBUFE SO BSF TIPXO JO 	F

 SFPSEFSFE SO BSF TIPXO JO 	G


SFPSEFSFE JOUFSGFSPHSBNT BSF TIPXO JO 	H
 BOE àOBMMZ
 UIF QIBTF NBQ DBMDVMBUFE XJUI '5 JO O EJNFOTJPO JT TIPXO JO 	I
� *G UIF JNBHF JT
EJWJEFE JOUP TFDUJPOT BT EFNPOTUSBUFE JO 	C

 UIF TUFQT GSPN 	D
 UP 	I
 BSF JNQMFNFOUFE GPS FBDI TFDUJPO� 5IFO
 QIBTF NBQT GSPN UIF
JOEJWJEVBM TFDUJPOT BSF TUJUDIFE UPHFUIFS UP GPSN UIF DPNQMFUF QIBTF NBQ�

XBWFGPSNT TUBOET BU UIF GPSFGSPOU PG UIJT XPSL� 8F QSFTFOU B
TQBUJBM '5�CBTFE NFUIPE UIBU
 UP UIF CFTU PG PVS LOPXMFEHF

GPS UIF àSTU UJNF BMMPXT POF UP SFPSHBOJ[F BSCJUSBSZ BOE SBO�
EPNMZ QIBTF�TIJGUFE JOUFSGFSPHSBNT JO UIF PSEFS PG JODSFBTJOH
QIBTF TIJGU 	àHVSF �

 TP UIBU UIF JOUFOTJUZ BU FBDI QJYFM WBSJFT
BT B TJOVTPJEBM GVODUJPO PG UIF QIBTF TIJGU� *OUFSGFSFODF QBUUFSO
XJUI SBOEPN QIBTF TIJGUT 	θO
 DBO CF EFTDSJCFE XJUI &VMFS�T
JEFOUJUZ BT�

*O(Y,Z) = "(Y,Z)+
#(Y,Z)

�
FJφ(Y,Z)FJθO +

#(Y,Z)
�

F−Jφ(Y,Z)F−JθO .

	�


8F FWBMVBUF UIF UXP�EJNFOTJPOBM TQBUJBM '5 PG UIF JOUFOTJUZ�

6O(νY,νZ) = '5Y,Z[*O(Y,Z)] , 	�


XIFSF νY
 νZ BSF UIF TQBUJBM GSFRVFODJFT JO Y BOE Z EJSFDUJPOT

SFTQFDUJWFMZ� 5IFO DPNCJOJOH FRVBUJPOT 	�
 BOE 	�
 ZJFMET�

6O(νY,νZ) = '5Y,Z["(Y,Z)] + '5Y,Z

[
#(Y,Z)

�
FJφ(Y,Z)

]
FJθO

+ '5Y,Z

[
#(Y,Z)

�
F−Jφ(Y,Z)

]
F−JθO . 	�


5IF UISFF UFSNT DBO CF XSJUUFO DPNQBDUMZ BT�

6O(νY,νZ) = "+#+FJθO +#−F−JθO . 	��


6O(νY,νZ) JT PCUBJOFE GSPN *O(Y,Z)
 UIFSFGPSF
 JU JEFOUJàFT UIF
OUI JOUFSGFSPHSBN� "
 #+
 BOE #− BSF DPNQMFY RVBOUJUJFT BOE "
EPFT OPU EFQFOE PO θO� 'PS JODSFBTJOH θO
 #+FJθO BOE #−F−JθO

BSF QIBTPST XJUI JODSFBTJOH BOE EFDSFBTJOH QIBTF
 SFTQFDU�
JWFMZ� %VF UP UIFTF UXP DPNQPOFOUT
 6O(νY,νZ) HFOFSBUFT BO
FMMJQTF JO UIF DPNQMFY EPNBJO� *G XF DPOTJEFS B TJOHMF JOUFS�
GFSPHSBN JO UIJT TFU 	EFOPUFE BT N

 TFMFDUFE BNPOH UIF TFU PG
JOUFSGFSPHSBNT 	EFOPUFE BT O

 UIF NUI FMFNFOU PG UIF FMMJQTF
SFGFST UP UIF NUI JOUFSGFSPHSBN BOE UIF QPTJUJPO PO UIF FMMJQTF
JT EFUFSNJOFE CZ θN� 5IVT
 FWFO JO UIF DBTF UIBU θO JT SBOEPN

UIF PSEFS PG θN SFMBUJWF UP PUIFS JOEJDFT DBO CF JOGFSSFE CZ UIF
SFMBUJWF QPTJUJPO PG 6N(νY,νZ) PO UIF FMMJQTF� 4P
 UIF GSBNFT
DBO CF SFPSEFSFE TVDI UIBU θO JT NPOPUPOJDBMMZ JODSFBTJOH� 8F
FYQMPJU UIJT BQQSPBDI PG SFPSEFSJOH UP SFNPWF UIF SBOEPNOFTT
JO UIF QIBTF TIJGUT�
6O(νY,νZ) JT BO BSSBZ PG TQBUJBM GSFRVFODJFT
 XIFSF FBDI

DPPSEJOBUF (νY,νZ) HFOFSBUFT BO FMMJQTF� 5P JEFOUJGZ FBDI JOUFS�
GFSPHSBN XJUI B TJOHMF RVBOUJUZ
 JOTUFBE PG BO BSSBZ
 B TFMFD�
UJPO BOE TVNNBUJPO QSPDFEVSF JT QFSGPSNFE� 8F TUBSU CZ
TFMFDUJOH TQBUJBM GSFRVFODJFT XJUI DPNQBSBUJWFMZ IJHI WBM�
VFT PG

∑
O |6O(νY,νZ)|� 5IF QJYFM XJUI JOEJDFT (νY,νZ) JT

TFMFDUFE JG�

/∑

O=�

|6O(νY,νZ)|> 1FSDFOUJMF

(
/∑

O=�

|6O(νY,νZ)|,Q
)
. 	��


�
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)FSF
 UIF GVODUJPO 1FSDFOUJMF(4,Q) SFUVSOT UIF WBMVF DPSSFT�
QPOEJOH UP UIF IJHIFTU QUI QFSDFOUJMF JO UIF TFU 4� 8F EFUFSN�
JOFE JO PVS FYQFSJNFOUT BOE TJNVMBUJPOT UIBU Q= � ZJFMET DPO�
TJTUFOU BOE BDDVSBUF SFTVMUT� 5IF DIPJDF PG Q JT BNFOBCMF UP
GVSUIFS PQUJNJ[BUJPO�

5IFO
 UIF FMMJQTF HFOFSBUFE CZ6O(νY,νZ) PTDJMMBUFT FJUIFS JO
UIF PSEFS PG JODSFBTJOH PS EFDSFBTJOH θO
 EFQFOEJOH PO XIJDI
PG UIF QIBTPS NBHOJUVEFT 	|#+| PS |#−|
 JT MBSHFS� 5IF TVNNB�
UJPO PG FMMJQTFT XJUI PQQPTJOH PTDJMMBUJPO EJSFDUJPOT JOUFOTJàFT
UIF FMMJQTF�T áBUUFOJOH
 UIFSFCZ IJOEFSJOH UIF PSEFS FWBMVBUJPO�
5IF PTDJMMBUJPO EJSFDUJPOT PG 6O(νY,νZ) BOE 6O(−νY,−νZ) BSF
JOIFSFOUMZ PQQPTJUF� *U JT JNQFSBUJWF UP TFMFDU POF TJEF PG UIF
TQFDUSVN UP FOTVSF DPIFSFOU FMMJQTF PTDJMMBUJPO
 àMUFSJOH PVU
UIF PQQPTJOH TJEF� 8F BDIJFWFE UIJT UISPVHI àMUFSJOH JO UIF
'PVSJFS EPNBJO
 BT JNQMFNFOUFE JO PVS BQQSPBDI�

6O(νY,νZ > �) = �. 	��


4JODF JOUFSGFSPHSBNT BSF SFBM�WBMVFE NBQT
 àMUFSJOH PVU IBMG
PG UIF TQFDUSVN SFTVMUT JO OP JOGPSNBUJPO MPTT� 5IF BNQMJUVEF�
BOE QPTJUJPO�CBTFE àMUFSJOH JT JMMVTUSBUFE JO àHVSF �	E
� "GUFS
UIF TFMFDUJPO PG UIF TQBUJBM GSFRVFODJFT 	νY,νZ

 6O(νY,νZ) BSF
TVNNFE UP BSSJWF BU UIF PQFSBUJPOBM QBSBNFUFS SO�

SO =
∑

νY

∑

νZ

6O(νY,νZ) = α+β+FJθO +β−FJθO , 	��


XIFSF α
 β+
 BOE β− BSF DPNQMFY RVBOUJUJFT DPSSFTQPOEJOH
UP�

α=
∑

νY

∑

νZ

'5Y,Z["(Y,Z)],

β+ =
∑

νY

∑

νZ

'5Y,Z

[
#(Y,Z)

�
FJφ(Y,Z)

]
,

β− =
∑

νY

∑

νZ

'5Y,Z

[
#(Y,Z)

�
F−Jφ(Y,Z)

]
. 	��


�� &YQFSJNFOUBM SFTVMUT

*O XIBU GPMMPXT
 XF EFUBJM UIF BQQMJDBUJPO PG UIF NFUIPE UP
B TFU PG SBOEPNMZ QIBTF�TIJGUFE JOUFSGFSPHSBNT PCUBJOFE JO
B QIBTF NJDSPTDPQZ TFUVQ 	àHVSF �
� 5IF SFBM WFSTVT JNB�
HJOBSZ QBSU PG SO GPS UIF BT�SFDPSEFE TFRVFODF JT QMPUUFE JO
àHVSF �	B
� 5IFO
 CZ DPOTJEFSJOH UIF BSHVNFOU PG SO UIF EBUB JT
SFPSEFSFE
 BOE QMPUUFE JO àHVSF �	C
� 5IF DPSSFTQPOEJOH QMPUT
PG JOUFOTJUZ WFSTVT GSBNF JOEFY O BSF TIPXO GPS BT�SFDPSEFE
BOE SFPSEFSFE TFRVFODFT JO àHVSFT �	D
 BOE 	E

 SFTQFDUJWFMZ�
5IF SFE DSPTT BOE DZBO TRVBSF EBUB QPJOUT TIPX UIF àSTU UXP
JOUFSGFSPHSBNT JO UIF TFRVFODFT� 8IJMF UIF JOUFOTJUZ PG UIF BT�
SFDPSEFE EBUB JT OPU B QFSJPEJD GVODUJPO 	àHVSF �	D


 UIF TJOVT�
PJEBM QBUUFSO PG UIF JOUFOTJUZ JT SFDPWFSFE PODF UIF JOUFSGFSP�
HSBNT BSF PSEFSFE 	àHVSF �	E

� /FYU
 UIF '5 PG UIF JOUFOTJUZ
QSFTFOUFE JO àHVSF �	E
 JT FWBMVBUFE UP SFUSJFWF UIF PCKFDU QIBTF
	φ(Y,Z)
 CZ VTJOH FRVBUJPOT 	�
m	�

 XIJMF UIJT JT OPU QPTTJCMF
GPS UIF BT�SFDPSEFE EBUB QSFTFOUFE JO àHVSF �	D
� 5IJT BCJMJUZ

'JHVSF �� *NQMFNFOUBUJPO PG UIF NFUIPE UP �� SBOEPNMZ
QIBTF�TIJGUFE JOUFSGFSPHSBNT� 5IF SFBM WT� JNBHJOBSZ QBSUT PG SO BSF
QMPUUFE GPS UIF 	B
 BT�SFDPSEFE BOE 	C
 SFPSEFSFE EBUB� SO JT USBOTMBUFE
UP UIF PSJHJO CZ TVCUSBDUJOH UIF NFBO� *O 	C

 UIF EBUB BSF QMPUUFE JO
UIF PSEFS PG JODSFBTJOH BSH(SO)� 5IF SFE DSPTT BOE DZBO TRVBSF EBUB
QPJOUT SFQSFTFOU UIF �TU BOE �OE JOUFSGFSPHSBNT
 SFTQFDUJWFMZ� 'SBNF
JOEFY WT� JOUFOTJUZ JT QMPUUFE GPS B TJOHMF QJYFM GPS 	D
 BT�SFDPSEFE
BOE 	E
 SFPSEFSFE EBUB� 5IF TJOVTPJEBM GPSN PG UIF JOUFOTJUZ IBT CFFO
SFDPWFSFE JO 	E

 XIFO UIF PSEFSFE GSBNF JOEJDFT PCUBJOFE JO 	C
 BSF
VTFE GPS QMPUUJOH�

UP SFDPWFS UIF PSEFS GSPN SBOEPNMZ QIBTF�TIJGUFE GSBNFT NBZ
IBWF TJHOJàDBODF JO B XJEF SBOHF PG QIBTF SFUSJFWBM BQQMJDB�
UJPOT�

'PS QFSGPSNBODF FWBMVBUJPO
 XF QSFTFOU BO FSSPS BOB�
MZTJT� 8F àSTU FYUSBDU UIF QIBTF NBQ PG B CBSF TJMJDPO XBGFS
	φSFG(Y,Z)
 VTJOH UIF QSPQPTFE NFUIPE XJUI B IJHI OVNCFS PG
JOUFSGFSPHSBNT 	��� GSBNFT
 XJUI DPOTUBOU QIBTF TUFQT 	θO =
O∆θ
� &NQMPZJOH TVDI B MBSHF OVNCFS PG GSBNFT XJUI DPOTUBOU
QIBTF TUFQT NJOJNJ[FT FYQFSJNFOUBM FSSPST JODMVEJOH QIBTF
TIJGU JOBDDVSBDZ BOE OPOVOJGPSN QIBTF TIJGUJOH EVF UP UIF BWFS�
BHJOH FGGFDU <�
 ��>� 5IF SFTVMUJOH QIBTF NBQ JT VTFE BT UIF
SFGFSFODF GPS GVSUIFS FSSPS RVBOUJàDBUJPO
 XIJDI JT B UZQJDBM
BQQSPBDI GPMMPXFE GPS PCUBJOJOH B SFGFSFODF QIBTF NBQ <��>�

8F UIFO SFDPSEFE SBOEPNMZ QIBTF�TIJGUFE EBUB XJUI ��
GSBNFT 	àHVSF �	B

 UP FYUSBDU UIF QIBTF NBQ 	φSBOE(Y,Z)

BT TIPXO JO àHVSF �	C
� 5IF QIBTF FSSPS JT DBMDVMBUFE BT
δφ(Y,Z) = φSBOE(Y,Z)−φSFG(Y,Z)
 HJWFO JO àHVSF �	D
� 'PS
CPUI φSBOE(Y,Z) BOE φSFG(Y,Z)
 àSTU UIF JOUFSGFSPHSBNT BSF
TPSUFE
 UIFO UIF QIBTF JT BDRVJSFE XJUI UFNQPSBM '5 VTJOH
FRVBUJPOT 	�
m	�
� )JHI GSFRVFODZ DPNQPOFOUT UIBU MJF CFZ�
POE UIF SFTPMVUJPO MJNJU PG UIF NJDSPTDPQF 	λ/(�/")∼�.�µN

BSF MPX�QBTT àMUFSFE� 5IJT BOBMZTJT IBT CFFO SFQFBUFE GPS ��
EJGGFSFOU SBOEPNMZ QIBTF�TIJGUFE EBUB TFUT� 5IF SFTVMUT SFWFBM
UIBU
 PO BWFSBHF
 UIF NFUIPE DBO SFUSJFWF UIF QIBTF NBQ

�
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'JHVSF �� 1IBTF JNBHJOH PG B CBSF TJMJDPO XBGFS� 	B
 0OF PG UIF ��
SBOEPNMZ QIBTF�TIJGUFE JOUFSGFSPHSBNT� 	C
 1IBTF NBQ FYUSBDUFE
VTJOH UIF NFUIPE� 	D
 $BMDVMBUFE QIBTF FSSPS� 	E
 )JTUPHSBN PG
δφ(Y,Z)
 SFTVMUJOH JO ����� SBE 3.4 FSSPS�

XJUI B TUBOEBSE EFWJBUJPO 	3.4 FSSPS
 PG σ(δφ(Y,Z)) = �.���
SBE
 BT TFFO JO UIF IJTUPHSBN JO àHVSF �	E
� $POTJEFSJOH UIF
XBWFMFOHUI
 UIJT DPSSFTQPOET UP B SFTPMVUJPO PG BSPVOE �� ON�
*U JT FWJEFOU GSPN UIFTF àOEJOHT UIBU UIF QSPQPTFE NFUIPE
FOBCMFT BDDVSBUF 14* NFBTVSFNFOUT VTJOH SBOEPNMZ QIBTF�
TIJGUFE JOUFSGFSPHSBNT� $POTFRVFOUMZ
 JU FMJNJOBUFT UIF OFFE
GPS IJHI�BDDVSBDZ BOE FYQFOTJWF QIBTF�TIJGUJOH FRVJQNFOU�
5IF SFTVMUT BMTP EFNPOTUSBUFT B EJSFDU JOEJDBUJPO PG SPCVTUOFTT
PG UIF NFUIPE UP QBSBTJUJD QIBTF TIJGUT EVF UP FOWJSPONFOUBM
JOTUBCJMJUZ�

"OPUIFS BJN PG UIF NFUIPE JT UP JNQSPWF UIF QIBTF FYUSBD�
UJPO GSPN VOJGPSNMZ QIBTF�TIJGUFE EBUB� 5IJT JT FWBMVBUFE CZ
FYUSBDUJOH UIF QIBTF GSPN �� VOJGPSNMZ QIBTF�TIJGUFE JOUFS�
GFSPHSBNT JO UXP EJGGFSFOU XBZT� *O UIF àSTU DBTF
 UFNQPSBM '5
XBT EJSFDUMZ BQQMJFE GPS DBMDVMBUJOH UIF QIBTF
 XJUIPVU SFPSEFS�
JOH UIF EBUB� *O UIF TFDPOE DBTF
 UIF EBUB XBT àSTU SFPSEFSFE
BOE UIFO UIF UFNQPSBM '5 XBT BQQMJFE UP FYUSBDU UIF QIBTF�
*O CPUI DBTFT
 QIBTF JT BDRVJSFE XJUI '5 VTJOH FRVBUJPOT 	�
m
	�
� 'PS UIF TFDPOE DBTF
 UIF SO WBMVF GPS UIF BT�SFDPSEFE BOE
SFPSEFSFE EBUB DBO CF TFFO JO àHVSFT �	B
 BOE 	C

 SFTQFDUJWFMZ

BMPOH XJUI DPSSFTQPOEJOH JOUFOTJUZ QMPUT GPS B QJYFM TIPXO JO
àHVSFT �	D
 BOE 	E
� 1IBTF NBQT FYUSBDUFE XJUI BOE XJUIPVU
SFPSEFSJOH XFSF DPNQBSFE XJUI UIF SFGFSFODF QIBTF NBQ UP
DPNQVUF UIF FSSPS
 BT EFTDSJCFE FBSMJFS� #PUI BOBMZTFT XFSF
SFQFBUFE GPS �� EJGGFSFOU EBUB TFUT� 3FTVMUT TIPX UIBU UIF 3.4
FSSPS JT SFEVDFE GSPN ����� SBE UP ����� SBE CZ SFPSEFSJOH UIF
EBUB
 ZJFMEJOH ∼��% JNQSPWFNFOU� 5IJT JT CFDBVTF XIFO UIF
EBUB JT OPU SFPSEFSFE
 QIBTF TIJGU CFUXFFO UIF JOUFSGFSPHSBNT
JT OPU FWBMVBUFE BOE QPTJUJPOT PG UIF GSBNFT BSF BDDFQUFE BT
UIFZ BSF� )PXFWFS
 XIFO UIF EBUB JT SFPSEFSFE
 UIF QIBTF TIJGU

'JHVSF �� *NQMFNFOUBUJPO PG UIF NFUIPE XJUI �� VOJGPSNMZ
QIBTF�TIJGUFE JOUFSGFSPHSBNT� 	B
 5IF SFBM WT� JNBHJOBSZ QBSUT PG SO
BSF QMPUUFE GPS UIF 	B
 BT�SFDPSEFE BOE 	C
 SFPSEFSFE EBUB� *O 	C

 UIF
EBUB BSF SFPSEFSFE CBTFE PO BSH(SO)� 5IF SFE DSPTT BOE DZBO TRVBSF
EBUB QPJOUT SFQSFTFOU UIF �TU BOE �OE JOUFSGFSPHSBNT
 SFTQFDUJWFMZ�
5IF GSBNF OVNCFS WT� JOUFOTJUZ GPS B TJOHMF QJYFM JT QMPUUFE VTJOH UIF
	D
 BT�SFDPSEFE BOE 	E
 SFPSEFSFE EBUB�

PG FBDI JOUFSGFSPHSBN JT FWBMVBUFE XJUI SFTQFDU UP UIF PUIFS
GSBNFT BOE UIVT UIF QIBTF TIJGU FSSPST DBO CF SFEVDFE� "T B
SFTVMU
 UIF NFUIPE JT TIPXO UP CF BEWBOUBHFPVT FWFO JO UIF
DBTF PG B IJHI�BDDVSBDZ QJF[PFMFDUSJD TUBHF
 DPSSPCPSBUJOH JUT
QPXFS BT B GBTU
 BDDVSBUF
 BOE FBTZ NFBTVSFNFOU BQQSPBDI� "T
FYQFDUFE
 VOJGPSNMZ QIBTF�TIJGUFE JOUFSGFSPHSBNT SFTVMU JO MFTT
FSSPS UIBO SBOEPNMZ QIBTF�TIJGUFE JOUFSGFSPHSBNT 	����� SBE
WT� ����� SBE
� " DPNQBSJTPO PG àHVSFT �	E
 BOE �	E
 TIPXT
UIBU UIF TJOVTPJEBM PCUBJOFE GSPN VOJGPSN QIBTF TIJGUJOH JT
NPSF VOJGPSN
 UIVT UIF QIBTF DBO CF FYUSBDUFE NPSF BDDVSBUFMZ
XJUI UFNQPSBM '5�

�� 4JNVMBUJPO NFUIPEPMPHZ

'JOBMMZ
 XF FWBMVBUF UIF SPCVTUOFTT PG PVS NFUIPE UP DPN�
NPOMZ JOWFTUJHBUFE FSSPS TPVSDFT
 JODMVEJOH SBOEPN JOUFOTJUZ
OPJTF
 JOUFOTJUZ IBSNPOJDT
 OPOMJOFBS QIBTF TIJGUT
 BOE DPN�
QBSF PVS SFTVMUT XJUI UIPTF PG B SFDFOU XPSL CBTFE PO (*" <��>�
*O <��>
 (*" XBT DPNQBSFE XJUI àWF PUIFS XPSL BOE TIPXO UP
BDIJFWF UIF CFTU SFTVMU JO UFSNT PG FSSPS� 4P XF IBWF JNQMF�
NFOUFE UIF TJNVMBUJPO TDIFNF BEBQUFE JO <��> UP JODPSQPSBUF
UIF TBNF UZQF BOE NBHOJUVEF PG FSSPST
 BOE VTFE PVS NFUIPE
UP FYUSBDU UIF QIBTF� 5IF QSPDFEVSF GPS JOUFSGFSPHSBN DSFBUJPO
BT EFUBJMFE JO <��> JT DPODJTFMZ SFDBQJUVMBUFE CFMPX� 5IF NPEFM
GPS UIF JOUFSGFSPHSBN
 TQFDJàD UP 4JNVMBUJPO 4FU 9 BT QSFTFO�
UFE JO <��>
 JT EFTDSJCFE BT GPMMPXT�

�
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*O(Y,Z) = "(Y,Z)+"(8/O(Y,Z)

+
1∑

L=�

#L(Y,Z)DPT(Lφ(Y,Z)+ LθO(Y,Z)). 	��


5IF GVODUJPO "(8/O(Y,Z) EFOPUFT UIF BEEJUJWF (BVTTJBO
XIJUF OPJTF
 XJUI TUBOEBSE EFWJBUJPO ���
 NFBO �
 BOE JT
SBOEPNMZ HFOFSBUFE GPS FBDI GSBNF� 4JNVMBUJPO TFU JODPS�
QPSBUFT JOUFOTJUZ IBSNPOJDT
 SFQSFTFOUFE XJUI UIF TVNNBUJPO
(
∑1

L=�()) UFSN
 XIJDI JT DBMDVMBUFE CBTFE PO UIF AHBNNB
NPEFM� <��>
 XJUI γ= ���� #BDLHSPVOE JOUFOTJUZ 	"(Y,Z)
 JT
NPEFMFE BT�

"(Y,Z) =
�
�
− �

�

[
(Y−/Y/�)� +(Z−/Z/�)�

(/Y/�)� +(/Z/�)�

]
, 	��


XIFSF /Y = /Z = ����
 EFOPUJOH UIF QJYFM OVNCFS JO Y BOE Z
BYFT� 5IF HSPVOE USVUI QIBTF NBQ 	φ(Y,Z)
 JT NPEFMFE BT�

φ(Y,Z) = ��× QFBLTT(Y,Z)+
�
�
× Z, 	��


XIFSF QFBLTT() JT UIF AQFBLT� GVODUJPO PG ."5-"#
 TDBMFE
JO UIF SBOHF <�
�π>� 5IFO
 TQBUJBMMZ OPOVOJGPSN QIBTF TIJGUT
	θO(Y,Z)
 BSF GPSNVMBUFE JO UFSNT PG .BDMBVSJO QPMZOPNJBMT
BT�

θO(Y,Z) =
2∑

V=�

V∑

W=�

αVW,OYVZV−W

(/Y− �)V(/Z− �)V−W , 	��


XIFSF αVW,O BSF DPFGàDJFOUT PG UIF .BDMBVSJO QPMZOPNJBMT

DIPTFO SBOEPNMZ XJUI NFBO � BOE TUBOEBSE EFWJBUJPO ���

FYDFQU GPS α��,O
 XIJDI JT UBLFO BT� α��,O = Oπ/��

0OF PG UIF TJNVMBUFE JOUFSGFSPHSBN GSBNFT BMPOH XJUI UIF
QIBTF NBQ FYUSBDUFE CZ PVS NFUIPE BSF TIPXO JO àHVSFT �	B

BOE 	C

 SFTQFDUJWFMZ� 'JHVSF �	D
 TIPXT UIF FSSPS DBMDVMBUFE BT
B GVODUJPO PG UIF OVNCFS PG GSBNFT / VTFE GPS FYUSBDUJOH UIF
QIBTF� 5IF àHVSF QMPUT UIF FSSPS GPS UXP EJGGFSFOU DBTFT XJUI
BOE XJUIPVU TFDUJPOJOH
 XIJDI JT FYQMBJOFE CFMPX�

5IF SPCVTUOFTT PG UIF NFUIPE UP OPOVOJGPSN QIBTF�
TIJGU EJTUSJCVUJPO 	θO(Y,Z)
 DBO CF GVSUIFS JNQSPWFE CZ B
NJOPS NPEJàDBUJPO UP UIF NFUIPE
 XIJDI XF DBMM TFDUJPOJOH
	àHVSF �	C

� 4FDUJPOJOH SFEVDFT UIF FSSPS TVCTUBOUJBMMZ GPS
FBDI /
 BT TIPXO JO àHVSF �	D
� 8JUI UIJT BQQSPBDI
 JOTUFBE
PG PQFSBUJOH UIF BMHPSJUIN PO UIF FOUJSF GSBNF BU PODF
 UIF
BMHPSJUIN JT BQQMJFE UP TNBMMFS TVCTFDUJPOT PG UIF GSBNFT TP
UIBU θO(Y,Z)≈ DPOTUBOU� 5IF DPNQMFUF QIBTF NBQ JT PCUBJOFE
CZ TUJUDIJOH PG QIBTF NBQT PG UIF TVCTFDUJPOT� 'PS SO UP DSF�
BUF BDDVSBUF FMMJQTFT
 FBDI TVCTFDUJPO TIPVME FODMPTF B GVMM
GSJOHF
 TP UIF OVNCFS PG TVCTFDUJPOT JT EFUFSNJOFE CZ UIF NBY�
JNVN GSJOHF TJ[F� ��× �� TVCTFDUJPOT IBWF CFFO VTFE JO UIF
TJNVMBUJPOT�

�� 4JNVMBUJPO SFTVMUT

4JNVMBUFE QBUUFSOT BSF QSPDFTTFE XJUI PVS NFUIPE UP FYUSBDU
UIF QIBTF NBQT
 BOE UIFO UIF FSSPS JT DBMDVMBUFE CZ FWBMV�
BUJOH UIF EJGGFSFODF CFUXFFO UIFTF QIBTF NBQT BOE UIF USVF

'JHVSF �� 	B
 "O FYBNQMF JOUFSGFSPHSBN HFOFSBUFE GPS UIF
TJNVMBUJPOT� 	C
 1IBTF NBQ FYUSBDUFE VTJOH UIF NFUIPE� 	D
 1IBTF
FSSPS DPNQVUFE BT B GVODUJPO PG GSBNF OVNCFS XJUI BOE XJUIPVU
TFDUJPOJOH� &BDI EBUB QPJOU DPSSFTQPOET UP BO BWFSBHF PG ���
TJNVMBUJPO TFUT� 	E
 %BUB BDRVJTJUJPO UJNF 	CMBDL CBST
� DPNCJOFE
DPNQVUBUJPOBM BOE EBUB BDRVJTJUJPO UJNF XJUI TFDUJPOJOH 	PSBOHF
CBST
 BOE XJUIPVU TFDUJPOJOH 	ZFMMPX CBST
�

QIBTF NBQ� 0VS SFTVMUT DPNQBSFE UP UIPTF PG PUIFS TJY NFUI�
PET SFQPSUFE JO UIF MJUFSBUVSF BSF TIPXO JO UBCMF �� 0VS NFUIPE
	'5�POMZ
 SFTVMUT JO MFTT FSSPS 	����� WT� �����m�����
 UIBO
UIF PUIFS NFUIPET XJUI /= �� JOUFSGFSPHSBNT� "MUIPVHI UIF
PUIFS NFUIPET VTF /= � JOUFSGFSPHSBNT
 UIF JODSFBTFE OVN�
CFS PG GSBNFT JO PVS DBTF EPFT OPU QSPEVDF B EJTBEWBOUBHF
TJODF UIF FOUJSF QIBTF FYUSBDUJPO QSPDFEVSF
 JODMVEJOH UIF EBUB
BDRVJTJUJPO PG /= �� JOUFSGFSPHSBNT
 UBLFT POMZ ∼�� T XJUI
PVS NFUIPE� 5IF (*" BMHPSJUIN <��> QSPEVDFT UIF DMPTFTU FSSPS
UP PVST
 CVU JU SFRVJSFT B MBSHFS DPNQVUBUJPOBM UJNF 	∼��� T
�
$POTJEFSJOH UIBU JU XPVME UBLF ����� T UP BDRVJSF � GSBNFT
XJUI PVS TFUVQ
 UIFJS UPUBM QIBTF FYUSBDUJPO UJNF JT FTUJNBUFE BT
������ T� 5IFTF SFTVMUT EFNPOTUSBUF UIBU PVS NFUIPE JT � UJNFT
GBTUFS 	��� T � �� T
 GPS B TJNJMBS MFWFM PG FSSPS 	����� SBE WT�
����� SBE
� /PUBCMZ
 XF DBO GVSUIFS SFEVDF UIF FSSPS UP �����
SBE CZ JODSFBTJOH / UP ��
 XJUI B UPUBM QIBTF FYUSBDUJPO UJNF PG
POMZ ��� T� 5IF EBUB BDRVJTJUJPO UJNFT QMPUUFE JO àHVSF �	E
 BSF
SFDPSEFE CZ BVUPNBUJ[JOH UIF TUBHF BOE UIF DBNFSB� " TUBOE�
BSE PGàDF DPNQVUFS JT VTFE GPS UIF DPNQVUBUJPOT 	$16� ��UI
(FO� *OUFM J���� ��� ! ���� ()[
 �� DPSFT
 3".� �� (#
�

�� %JTDVTTJPO

5IF àOEJOHT QSFTFOUFE JO UIJT SFQPSU DPOTUJUVUF B 'PVSJFS�
USBOTGPSN�POMZ BQQSPBDI GPS JOUFSGFSPNFUSZ� 5IF EFWFMPQFE
NFUIPE BDDVSBUFMZ FYUSBDUT QIBTF JOGPSNBUJPO GSPN SBOEPNMZ
QIBTF�TIJGUFE JOUFSGFSPHSBNT
 XJUI B OPUBCMZ MPX FYQFSJNFOUBM
FSSPS PG ����� SBEJBOT� .PSFPWFS
 UIF BDDVSBDZ JO TDFOBSJPT
JOWPMWJOH IJHI�QSFDJTJPO TUBHFT JT GVSUIFS JODSFBTFE CZ ���

�
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5BCMF �� 1FSGPSNBODF DPNQBSJTPO GPS TJNVMBUJPO XJUI TJY PUIFS NFUIPET JO UIF MJUFSBUVSF� 0VS NFUIPE JT MBCFMFE BT '5�POMZ
 XIFSF SFTVMUT
GPS / = �
 ��
 �� BSF TIPXO
 GPS PUIFS NFUIPET / = �� 0VS NFUIPE JT UIF GBTUFTU
 BOE IBT UIF MFBTU FSSPS GPS /! ��� )JHIFS OVNCFS PG
GSBNFT JO PVS NFUIPE JT KVTUJàFE XJUI MPXFS UPUBM UJNF DPNQBSFE UP PUIFS MPX FSSPS NFUIPET UBCVMBUFE 	(*"
 .14*
 15*
� 0VS FYQFSJNFOUBM
UJNF JT SFQPSUFE UP JOEJDBUF UZQJDBM FYQFSJNFOUBM UJNFT� <3FQSJOUFE> XJUI QFSNJTTJPO GSPN <��> ¥ 5IF 0QUJDBM 4PDJFUZ�

.FUIPE '5�POMZ (*" <��> .14* <��> 15* <��> 9V�T <��> "*" <��> )PBOH�T <��>

&SSPS 	3BE
 ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
/ 	'SBNF /VNCFS
 � �� �� � � � � � �
&YQFSJNFOUBM 5JNF 	T
 ����� ����� ������ � � � � � �
$PNQVUBUJPOBM 5JNF 	T
 ���� ���� ���� ������ ������ ������ ����� ���� ��� ������

	����� SBE UP ����� SBE

 XIJDI IJHIMJHIUT JUT TVJUBCJMJUZ GPS
IJHI�FOE BQQMJDBUJPOT�

0OF PG UIF TBMJFOU GFBUVSFT PG UIF NFUIPE JT JUT TVQFSJPS
QFSGPSNBODF JO UIF QSFTFODF PG WBSJPVT FSSPS TPVSDFT
 TVDI
BT IJHIFS IBSNPOJDT
 JOUFOTJUZ OPJTF
 BOE OPOVOJGPSN QIBTF
TIJGUJOH
 CPUI JO UFSNT PG FSSPS SFEVDUJPO BOE DPNQVUBUJPOBM
FGàDJFODZ� *O UIF 4VQQMFNFOUBSZ .BUFSJBM
 XF QSPWJEF GVS�
UIFS FWJEFODF PG PVS NFUIPE�T SPCVTUOFTT UISPVHI TJNVMBUJPOT
JOWPMWJOH B TQFDLMF OPJTF NPEFM EFUBJMFE JO <��> BOE SBOEPN
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